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Die Renormierung
in der Statistischen Physik

Von R. Lipowsky, Miinchen*)

K. G. Wilson, der Physik-Nobelpreistrd-
ger von 1982, hat neue Methoden in die
Statistische Physik eingefiihrt, die unter
dem Begriff Renormierung zusammenge-
faPt werden. Was sind die Ideen der Re-
normierung? Wie sehen ihre Rechenme-
thoden aus? Welche Erfolge kann die Re-
normierung bisher verbuchen? Auf diese
Fragen versucht der folgende Artikel eine
Antwort zu geben.

1. Einleitung und Ubersicht

K. G. Wilson erhielt den Physik-Nobel-
preis 1982 fiir seine Beitrdge zur Theorie
kritischer Phinomene [1]. Die bekannte-
sten derartigen Phianomene sind die kon-
tinuierlichen Phaseniibergidnge oder Pha-
seniibergidnge 2. Art bzw. kritische Punk-
te wie z. B. der Curie-Punkt eines Ferro-
magneten oder der A-Punkt von superflis-
sigem Helium. Die kritischen Punkte ha-
ben merkwiirdige Eigenschaften: Z. B.
werden verschiedene Materialkonstanten
wie die spezifische Wiarme oder die Sus-
zeptibilitit unendlich groB. Am erstaun-
lichsten ist jedoch, daB diese Eigenschaf-
ten weitgehend universell sind, d. h. man
beobachtet an verschiedenen Phasentiber-
gingen dasselbe Verhalten (Abschnitt 2).
Die mikroskopischen Vorginge, die die-
ses makroskopische Verhalten bestim-
men, lassen sich an einem einfachen Mo-
dell fiir den Ferromagnetismus, dem sog.
Ising-Modell, anschaulich beschreiben.
Dabei wird deutlich, daBl die kontinuierli-
chen Phaseniibergéinge durch eine speziel-
le Symmetrieeigenschaft, ndmlich durch
Skaleninvarianz, ausgezeichnet sind (Ab-
schnitt 3).

In seinen Arbeiten [2] hat K. G. Wilson
neuartige Methoden entwickelt, die fiir
die theoretische Untersuchung von konti-
nuierlichen Phaseniibergingen besonders
gut geeignet sind. Diese Methoden wur-
den in den letzten zehn Jahren weiterent-
wickelt und auf eine Vielzahl von anderen
kritischen Phinomenen angewendet. Man
faBt sie unter dem Begriff Renormierungs-
gruppe oder kurz Renormierung zusam-
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men. Die Renormierung ist vor allem
auch eine neue Denkweise, die in diesem
Aufsatz zunidchst am Ising-Modell erldu-
tert wird (Abschnitt 4). Die Ideen der
Renormierung lassen sich auf verschiede-
ne Weisen verwirklichen: Im Abschnitt 5
wird, wieder am Beispiel des Ising-Mo-
dells, gezeigt, welche Strategien der Re-
normierung bisher entwickelt wurden. Im
Abschnitt 6 werden die Ergebnisse der
Renormierung fiir einige kritische Phéno-
mene beschrieben, und zum Schluf3 folgt
ein kurzer Ausblick.

2. Kontinuierliche Phaseniibergiinge

Von wenigen Ausnahmen abgesehen,
kommt jede Substanz in drei Aggregatzu-
stinden vor: als Festkorper, Flissigkeit
und Gas. Allerdings reicht diese Eintei-
lung noch nicht aus, um die verschiede-
nen Zustandsformen der Materie zu klas-
sifizieren. Z. B. haben die meisten Sub-
stanzen verschiedene feste Phasen, die
sich in ihrer Kristallstruktur, ihren
magnetischen oder elektrischen FEigen-
schaften unterscheiden.

Die verschiedenen Phasen einer Sub-
stanz lassen sich durch Verdnderung &u-
erer Parameter ineinander umwandeln.
Dazu zwei einfache Beispiele: 1. Ob eine
Substanz fliissig oder gasfdrmig ist, hingt
von der Temperatur T, und vom Druck P
ab. Bild 1a zeigt ein typisches (P, T)-Dia-
gramm mit der Koexistenzkurve von fliis-
siger und gasformiger Phase, also eine
Dampfdruckkurve, die im kritischen
Punkt bei der Temperatur T, endet. Fiir
Temperaturen oberhalb von T, existiert
nur noch eine einzige ,fluide* Phase.
2. In manchen Magneten zeigt die Magne-
tisierung parallel zu einer ,leichten
Kristallachse. Es gibt dann zwei ferroma-
gnetische Phasen: In der einen zeigt die
Magnetisierung ,,rauf“, in der anderen
zeigt sie ,runter”. Diese beiden Phasen
koexistieren fiir Temperaturen unterhalb
der Curie-Temperatur T, falls kein dufle-
res Magnetfeld H vorhanden ist (Bild 2a).
Der Phasentibergang tritt wieder an der
Koexistenzkurve auf, der kritische End-
punkt ist in diesem Fall durch den Curie-
Punkt bei T, gegeben. Fiir Temperaturen
oberhalb von T ist der Kristall parama-
gnetisch.
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Der Phaseniibergang an den beiden
Koexistenzkurven in Bild 1a und 2a ist —
aufler an den kritischen Punkten — diskon-
tinuierlich. An der Koexistenzkurve von
Fliissigkeit und Gas dndert sich die Dichte
(Bild 1b), an der Koexistenzkurve des
Magneten die Magnetisierung (Bild 2b)
unstetig. Diese beiden GréBen nennt man
Ordnungsparameter. Bei Anndherung an
den kritischen Punkt geht ihr Wert in bei-
den Systemen stetig gegen Null. ‘

An den kritischen Endpunkten der Ko-
existenzkurven lduft der Phaseniibergang
kontinuierlich ab. Derartige Phasenum-
wandlungen sind in den letzten 40 Jahren
sowohl experimentell als auch theoretisch
sehr intensiv untersucht worden, und
zwar aus mehreren Griinden [3, 4]:

1) Das Verschwinden des Ordnungspara-
meters folgt einem Potenzgesetz. Z. B.
gilt fiir die Magnetisierung bei Annéhe-
rung an die Curie-Temperatur
M « |T-T,. Die dimensionslose Zahl 8
wird als kritischer Exponent bezeichnet.
Experimentell findet man g = % fiir 3-di-
mensionale Magnete.

2) Am kritischen Punkt divergieren ver-
schiedene Materialkonstanten wie die
Kompressibilitdt einer Fliissigkeit oder
die Suszeptibilitiat eines Magneten. Z. B.
gilt fiir die Suszeptibilitit y in der Néhe

P
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Bild 1: a) Koexistenzkurve der flissigen und
der gasformigen Phase mit dem kritischen
Punkt bei T, (T = Temperatur, P = Druck); b)
Dichte der Fliissigkeit (oberer Zweig) und des
Gases (unterer Zweig) entlang der Koexistenz-
kurve in la).
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Bild 2: a) Koexistenzkurve zweier magnetischer
Phasen mit entgegengesetzter Magnetisierung M
(H = Magnetfeld). Diese Kurve beginnt bei
H =0 und endet im Curie-Punkt bei T, b)
Magnetisierung der beiden magnetischen Phasen
entlang der Koexistenzkurve in 2a).

der Curie-Tempertur  (fir H = 0)
x o« |T—T,". y ist ein weiterer kritischer
Exponent. Experimente an 3-dimensiona-
len Magneten liefern y = %.

3) In der Streuung von Licht, Réntgen-
und Neutronenstrahlen treten ebenfalls
Anomalien auf. Die kritische Lichtstreu-
ung an einem Fliissig/Gas-Ubergang ist
mit bloBem Auge zu erkennen: Eine Fliis-
sigkeit, die fiir Temperaturen unterhalb
von T, klar und durchsichtig ist, wird bei
T. milchig trib (kritische Opaleszenz).
Diese Anomalien in der Streuung lassen
sich ebenfalls durch kritische Exponenten
charakterisieren.

4y Die kritischen Exponenten wurden an
sehr vielen kontinuierlichen Phasentiber-
gingen experimentell bestimmt. Dabei
hat sich herausgestellt, daB} diese GroBen
weitgehend universell sind, d. h. sie ha-
ben fiir verschiedene Phaseniiberginge
denselben Wert. Diese Universalitit be-
zieht sich einmal auf Phaseniiberginge
desselben Typs in verschiedenen Substan-
zen, sie umfafit aber auch verschiedenarti-
ge Phaseniibergénge: Z. B. findet man an
den kontinuierlichen Ordnungs/Unord-
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Bild 3: 2-dimensionales Ising-Modell mit den
Kopplungen K., K, und der Gitterkonstante a.
Die Spins sind durch die Pfeile auf den Kreu-
zungspunkten des Gitters dargestellt.

nungs-Ubergéingen in binéiren Legierun-
gen (wie CuZn) und an den kontinuierli-
chen Phaseniibergidngen von einachsigen
Antiferromagneten (wie CoCs;Cls) diesel-
ben Exponenten wie an den kritischen
Fliissig/Gas-Ubergingen. Dennoch sind
die kritischen Exponenten nicht vollig
universell, sie héngen insbesondere von
der Raumdimension des physikalischen
Systems ab. Diese Beobachtungen haben
zu der Vermutung gefiihrt, daf man alle
kontinuierlichen Phaseniiberginge syste-
matisch in Universalititsklassen einteilen
kann (Universalitdtshypothese).

3. Ising-Modell

Die mikroskopischen Vorgénge, die
den makroskopischen Eigenschaften am
kritischen Punkt zugrunde liegen, lassen
sich am Ising-Modell fiir den Ferromagne-
tismus studieren. Ein Ferromagnet ist aus
Gitteratomen aufgebaut, die ein perma-
nentes magnetisches Dipolmoment besit-
zen. Diese sind aufgrund des Pauli-Prin-
zips iber die Austauschwechselwirkung
gekoppelt. Sie bewirkt, da3 die parallele
Ausrichtung zweier Nachbardipole ener-
getisch bevorzugt ist.

Im Ising-Modell werden die magneti-
schen Dipole durch Spins ersetzt, die nur
Hrauf“ oder ,runter” zeigen kénnen: Auf
jedem Platz [ des Modellgitters sitzt ein
Spin 0;, der die beiden Werte = 1 anneh-
men kann. Falls kein dufleres Magnetfeld
vorhanden ist, ist die Energie einer Spin-
konfiguration {o} durch

E {G} - = Z Jl] O'iO'j

gegeben. Dabei koppeln die positiven
Austauschwechselwirkungen Ji; nur Spins
auf benachbarten Gitterpldtzen i und j.

In einem Ferromagneten #&ndert sich
die Spinkonfiguration sehr schnell, weil
die einzelnen Spins aufgrund der thermi-
schen Bewegung der Atome und Elektro-
nen ,,umklappen“. Fiir einen makroskopi-
schen Magneten gibt es unvorstellbar vie-
le Spinkonfigurationen: Bei 10°° Spins
sind es 2 hoch 10% Mgglichkeiten! Aller-
dings treten vor allem die Spinkonfigura-
tionen auf, deren Energie mit der thermi-
schen Anregungsenergie kg7 (Boltzmann-
Konstante X Temperatur)  vergleichbar
ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kon-
figuration {o} ist namlich durch den
Boltzmann-Faktor

wlo} = % exp <_ L E{o}>

kT
gegeben, der mit der Zustandssumme

2= e (— L EM) (1)

b N

auf Eins normiert ist.

Der Boltzmann-Faktor W{a} héngt nur
von der Parameterkombination J;/(ksT)
ab. Es ist deshalb zweckmifBig, die redu-
zierten Kopplungen Ky = Ji/(kgT) einzu-
fithren, die das Verhalten des Spinsystems
vollstiindig bestimmen. Man beachte, dal
diese Kopplungen umgekehrt proportio-
nal zur Temperatur sind. Bild 3 zeigt als
Beispiel ein 2-dimensionales Ising-Modell
mit Gitterkonstante g, dessen Nachbar-
spins in x-Richtung mit K, = J,/(kgT) und
in y-Richtung mit K, = J/(kgT) wechsel-
wirken.

Die Magnetisierung M ist im Ising-Mo-
dell durch den thermischen Mittelwert ei-
nes Spins auf einem beliebigen Gitterplatz
n gegeben:

M=<aoy =) Wa}o,.
{o}

Wie verhdlt sich dieser Mittelwert als
Funktion der Temperatur? Fiir sehr tiefe
Temperaturen sind die Spinkopplungen
K;; sehr groB, und jeder Spin nimmt den-
selben Wert an wie seine Nachbarn. Es
gibt nur zwei mdogliche Spinkonfiguratio-
nen: Entweder alle Spins ,rauf* oder alle
Spins ,,runter”. Deshalb hat die Magneti-
sierung fir tiefe Temperaturen den Wert
M=<{o,> =%1 (vgl. Bild 2b). Fiir
T = 0 liegt also ein vollig geordneter Zu-
stand vor. Diese Ordnung nimmt mit zu-
nehmender Temperatur ab. Bei einer kri-
tischen Temperatur 7, verschwindet die
Magnetisierung schlieflich: Fir T = T,
zeigt jeder Spin mit derselben Wahr-
scheinlichkeit ,rauf* oder ,runter”, und
deshalb gilt M = {a,) = 0.

Das Verschwinden des Ordnungspara-
meters ist ein Aspekt des kritischen Punk-
tes. Um zu verstehen, wie die Divergen-
zen in den Materialkonstanten und die
Anomalien in der Streuung mikrosko-
pisch zustande kommen, muB man die
Fluktuationen Ao; = g;—<0;» der Spins
um ihren Mittelwert betrachten. Diese
Fluktuationen sind ndmlich nicht vollig
zuféllig, sondern sie erzeugen Cluster von
korrelierten ,rauf“- oder ,runter“-Spins.
Fir Temperaturen weit unterhalb oder
weit oberhalb von T, bestehen diese Clu-
ster nur aus wenigen Spins. Bei Annéhe-
rung an 7, wachsen sie jedoch betricht-
lich an. Die kleinen ,rauf“-Cluster befin-
den sich dann in groBeren ,runter“-Clu-
stern, die in noch gréBeren ,rauf“-Clu-
stern enthalten sind, die .... Die Ausdeh-
nung der grofiten Spincluster ist durch die
sog. Korrelationslinge & gegeben. Diese
Linge divergiert bei Annaherung an den
kritischen Punkt wie

Eo |T-T|™
mit dem kritischen Exponenten v. Dieses

Anwachsen der korrelierten Spincluster
bewirkt die Anomalien der kritischen
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Streuung (bei einer Fliissigkeit entspre-
chen die ,rauf“-Cluster kleinen Gasblasen
und die ,runter“-Cluster kleinen Fliissig-
keitstropfen). Direkt am kritischen Punkt
ist die Korrelationsldnge unendlich grof3.
Dann gibt es korrelierte Spincluster auf
jeder Léangenskala. Anschaulich ausge-
driickt: Wenn man das Spinsystem am
kritischen Punkt durch ein Zoom-Objek-
tiv betrachtet, dann sicht man fiir alle
Brennweiten (> Gitterkonstante) das
gleiche Bild. Die Verdnderung der Brenn-
weite entspricht einer Transformation der
Liangenskala. Das System befindet sich
deshalb am kritischen Punkt in einem ska-
leninvarianten Zustand.

Diese anschauliche Vorstellung 148t
sich préazisieren, wenn man die Korrela-
tionsfunktion C(r) = {40, 40,,> der
Fluktuationen betrachtet, wobei
r= |n—m| den Abstand zwischen den
Spins auf den Gitterplatzen n und m be-
zeichnet. Solange die Korrelationslinge &
endlich ist, féllt die Korrelationsfunktion
fiir groBe Abstidnde r exponentiell ab:

Crye=e™ T#*T,

Direkt am kritischen Punkt ist £ jedoch
unendlich grof. Dann fillt die Korrela-
tionsfunktion sehr viel langsamer ab,
ndmlich gemaf

C(r) o r @20y T=T, @)

wobei d die Raumdimension und # einen
weiteren kritischen Exponenten bedeu-
ten. Dieses Verhalten der Korrelations-
funktion erkldrt die Divergenz der Sus-
zeptibilitdt y am kritischen Punkt, denn es
gilt

x = [d% C(r)

(einfachheitshalber wurde die Summe
iber diskrete Gitterpunkte durch ein d-di-
mensionales Raumintegral ersetzt). Am
kritischen Punkt liefert dieses Integral ei-
nen unendlich groBen Wert, weil C(r) fiir
groBe Abstinde zu langsam abfillt.

Die Korrelationsfunktion hat fiir
T =T, eine bemerkenswerte Symme-
trieeigenschaft: Wenn man die Léngen-
skala um den Faktor b und die Skala fiir
die Spinfluktuationen Ao; um den Faktor
b™?2 w=d-2+n vergroBert, dann
bleibt die Korrelationsfunktion (2) unver-
dndert:

b C(rib) = C(r); T=T,.

Das ist der formale Ausdruck fiir die
Skaleninvarianz am Kritischen Punkt, die
oben anschaulich beschrieben wurde (ge-
nau genommen gilt diese Invarianz nur
asymptotisch fiir Abstinde r > Gitter-
konstante). Die Korrelationsfunktion ist
durch  den  speziellen  Mittelwert
{40, 40,y der Spinfluktuationen gege-
ben. Alle ibrigen Mittelwerte dieser
Fluktuationen haben jedoch ganz &hnli-

Bild 4: Bei der Blockspin-

Transformation mit b = 2 wer-

spin  zusammengefapt.  Die

-
!
1
den vier Spins zu einem Block- - 1
1
1
L

Kopplungen  zwischen  den
Blockspins sind K, und K.

che Invarianzeigenschaften. Der kritische
Punkt ist demnach durch eine zusditzliche
Symmetrie, ndmlich durch die Invarianz
der Mittelwerte gegeniiber Skalentransfor-
mationen, ausgezeichnet.

4. Ideen der Renormierung

Im letzten Abschnitt wurde ein mikro-
skopisches Bild entworfen, das die Ano-
malien am kritischen Punkt qualitativ er-
klart. Eine quantitative Theorie muB aller-
dings noch zwei fundamentale Probleme
losen: 1. Wie kann man die kritischen
Exponenten (8,7,v,7,..) praktisch berech-
nen? 2. Wie kann man die experimentell
beobachtete Universalitdt dieser Expo-
nenten erklaren? Die klassische Theorie
der kontinuierlichen Phaseniibergéinge
wurde 1937 von L. Landau entwickelt.
Ihre Vorhersagen fiir die Exponenten
weichen allerdings erheblich von den ex-
perimentellen Werten ab. Einige Jahre
spiter (1944) konnte L. Onsager die ex-
akten Exponenten fiir das 2-dimensionale
Ising-Modell berechnen. Man hat lange
versucht, weitere exakte Losungen fiir an-
dere Modellsysteme zu finden, was bisher
aber nur fiir ganz spezielle 2-dimensionale
Modelle gelang. In den letzten Jahren ist
nun mit der Renormierung ein vollig neu-
er Zugang gefunden worden. Die Renor-
mierung liefert sowohl! eine Erkldrung fiir
die Universalitit als auch praktische Me-
thoden zur Berechnung der kritischen Ex-
ponenten.

Die Renormierung ist auf die besonde-
ren Verhiltnisse am kritischen Punkt zu-
geschnitten. Im letzten Abschnitt wurde
deutlich, daB der kritische Punkt durch
Invarianz gegeniiber Skalentransformatio-
nen ausgezeichnet ist. Diese Transforma-
tionen bilden deshalb den Ausgangspunkt
fiir die Renormierung. Im folgenden wird
sie am Beispiel des Ising-Modells erlau-
tert, fir das verschiedene R-Verfahren
(R = Renormierung) entwickelt worden
sind. Dabei sollen zunichst die gemeinsa-
men Ideen beschrieben werden, die allen
diesen Verfahren zugrunde liegen und auf
L. P. Kadanoff und K. G. Wilson zuriick-
gehen.

Jedes R-Verfahren fiir das Ising-Modell
liefert eine Transformation des Boltz-

389

;— """""" i

1
. :
] .
i :
T RO 1 ,

-
rpee 3 Ky
E :
1 i ]
¥ Kx
a'=2a

mann-Faktors: W{a} — W’{U}. Diese
Abbildung 148t sich beliebig oft iterieren:
w'{o} > W'{o} > .. In jedem Itera-
tionsschritt wird die Lingenskala gedn-
dert, also z. B. die Gitterkonstante a:

(T1)

(Bild 4). Dabei ist b >1 der Skalierungs-
faktor der Renormierung. Die Anderung
der Langenskala wird dadurch erreicht,
daB man , Freiheitsgrade ausdiinnt“. Da-
fiir gibt es mehrere Methoden; sie werden
in Abschnitt 5 beschrieben. Besonders an-
schaulich ist die Blockspin-Transforma-
tion (Bild 4, vgl. auch [5]), bei der man in
jedem R-Schritt mehrere Spins zu einem
Blockspin zusammenfaft.

Das ,, Ausdiinnen von Freiheitsgraden®
bewirkt nicht nur eine Anderung der Lén-
genskala, sondern auch eine Anderung
der Parameter der Wechselwirkung. Fiir
das 2-dimensionale Ising-Modell (Bild 3)
andern sich die beiden reduzierten Spin-
kopplungen K, K;:

a—>a =ba

Ky — K{ = R, (K, Ky)

(T2
Ky, — Ky = R, (K, Ky)
(In der Blockspin-Transformation sind
K;, Ky die Kopplungen zwischen den
Blockspins, siehe Bild 4). Die R-Trans-
formation wird so konstruiert, daB sich
die Korrelationslinge & bei jedem
R-Schritt um den Faktor b verkleinert:

1
£(Ki, Ky) = L& (Ko K) 3)

Die Wirkung der Transformation (T2)
146t sich anschaulich im Parameterraum
(K, K,) darstellen (Bild 5-7). Dabei
muf3 man zunichst beachten, dafl dieser
Parameterraum eine ganze Klasse von
verschiedenen Ising-Modellen enthilt, die
durch verschiedene Austauschkopplungen
Jy und J, definiert sind. Da die reduzier-
ten Kopplungen K, und K, umgekehrt
proportional zur Temperatur sind, durch-
laufen sie bei einer Anderung der Tempe-
ratur von T = 0 bis T = o« alle Werte von
o bis 0. Einer Anderung der Temperatur
entspricht demnach ein Weg im (K, Ky)-
Raum. Zwei derartige Wege sind im Bild
5 eingezeichnet. Der obere entspricht
z. B. einem Ising-Modell (Ferromagne-
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Bild 5: Zwei Temperaturwege (gestrichelte Kur-
ven) im (K,, K)-Raum. Der Punkt (K, K,)
= (0, 0) entspricht der Temperatur T = o, der
Punkt (o, ©) der Temperatur T = 0.

ten) mit Austauschkopplungen J, > J,, in
dem also die Spins in y-Richtung stirker
gekoppelt sind als in x-Richtung.

Betrachten wir zunichst ein solches
Ising-Modell mit J, > J,. Jeder Punkt des
Temperaturweges bildet einen Startpunkt
fiir die Renormierung. Wenn man die
R-Transformation (T2) mehrmals hinter-
einander auf einen solchen Startpunkt an-
wendet, dann erhilt man eine Folge von
Bildpunkten im (K|, Ky)-Raum. Diese
Punkte bilden eine R-Trajektorie. In Bild
6 sind mehrere derartige Trajektorien ein-
gezeichnet. Je nach Startpunkt fithren die
R-Trajektorien zu verschiedenen ,,End-
punkten“. Diese sind zugleich Fixpunkte
von (T2), denn dort gilt

K] = R(Ky, K,) = K,
K] = R(K,, K,) = K, .

An einem Fixpunkt erhélt man fir die
Korrelationslinge wegen (3):

1
5 (Kx’ Ky) = ; 5 (KX’ Ky) .

Diese Gleichung kann nur erfiillt sein,
wenn £ am Fixpunkt verschwindet oder
unendlich grof} ist.

Wie man in Bild 6 erkennt, gibt es in
unserem Beispiel drei verschiedene Fix-
punkte, namlich (K, Ky) = (0,0), (K*, K*)
und («, »). Der Fixpunkt (0,0) be-
schreibt den vollig ungeordneten Zustand
der Spins bei der Temperatur T = ; der
Fixpunkt (o, o) repréasentiert den véllig
geordneten Zustand bei T = 0. In beiden
Fillen ist die Korrelationslinge & = 0.
Der Fixpunkt (K*, K*) charakterisiert da-
gegen den kontiunierlichen Phaseniiber-
gang mit £ = o,

Zu jedem Paar von Austauschkopplun-
gen Jy, Jy gehort ein bestimmter Tempe-
ratur-Weg im (K, K,)-Raum. Auf jedem
derartigen Weg gibt es genau einen Start-
punkt, der unter der Renormierung auf

Bild 6: Einige Renormierungs-Trajektorien, de-
ren Startpunkte auf den Temperaturwegen (ge-
strichelt) von Bild 5 liegen. Die Trajektorien
enden in einem der drei Fixpunkte.

den kritischen Fixpunkt (K*, K*) abgebil-
det wird. Dieser Startpunkt entspricht
dem kritischen Punkt des Ising-Modells
mit den Austauschkopplungen J, J,. Er
legt die kritische Temperatur
T, = T, (Jy, Jy) fest, die von den Aus-
tauschkopplungen abhingt. Die Menge
dieser speziellen Startpunkte fiir verschie-
dene Paare J,, J, bildet den Einzugsbe-
reich des Fixpunktes.

Was passiert mit Startpunkten, die zu
Temperaturen T + T, aber T nahe bei T,
gehoren? Wie aus Bild 6 ersichtlich,
schmiegen sich die zugehdrigen R-Trajek-
torien an den Einzugsbereich von
(K*, K*) an, bis sie die unmittelbare Um-
gebung dieses Fixpunktes erreicht haben.
Das kritische Verhalten fir T — T, wird
deshalb durch die FEigenschaft der
R-Transformation (T2) in der Nahe des
kritischen Fixpunktes (K*, K*) beschrie-
ben. Es ist zweckmiBig, neue Koordina-
ten uy, i, einzufithren, so daB dieser Fix-
punkt bei u; = u; = 0 liegt und der Ein-
zugsbereich durch u; = 0 gegeben ist
(Bild 7). Man kann diese Koordinaten so
wihlen, daf} sie unter der Renormierung
das einfache Transformationsverhalten
ui’ = b Ui, i= 1, 2 (4)
haben. Diese Koordinaten u; werden als
Skalenfelder bezeichnet, die y; als Skalen-
indizes. (Diese Konzepte stammen von F.
J. Wegner, vgl. [7]). Das Vorzeichen ei-
nes Skalenindex bestimmt, wie sich das
zugehorige Skalenfeld unter der Renor-
mierung verhélt. Falls der Skalenindex y;
positiv ist, wéchst das Skalenfeld u; unter
der R-Transformation (4) an, d. h. es
wird vom Fixpunkt abgestoBen. Ein sol-
ches Skalenfeld heifit relevant. Falls der
Skalenindex y; negativ ist, geht u; unter
(4) gegen Null, d. h. das Skalenfeld wird
vom Fixpunkt angezogen. Es wird dann
als irrelevant bezeichnet (falls y; = 0 gilt,
folgt u{ = u;, und das Skalenfeld ist mar-

ginal).

>
%

ol

X

Bild 7: Angepafite Koordinaten = Skalenfelder
u;, U, fir den kritischen Fixpunkt mit
(K., K,) = (K*, K*). Der Einzugsbereich ist
durch u, = 0 gegeben.

An dem kritischen Fixpunkt in Bild 6
und Bild 7 gibt es ein relevantes und ein
irrelevantes Skalenfeld. Das relevante
Feld u, ist proportional zur reduzierten
Temperatur (T—7.)/T,. Wenn man in (3)
die Kopplungen K,, K, durch die beiden
Skalenfelder u;, u, ausdriickt und den
Skalierungsfaktor b geeignet wihit, dann
erhélt man

£ (K Ky) o< Jug |7 o | T=T |7

Daraus ergibt sich der Zusammenhang
v = l/y, zwischen dem kritischen Expo-
nenten der Korrelationslinge und dem
Skalenindex y,. Die Skalenindizes der re-
levanten Skalenfelder bestimmen demnach
die kritischen Exponenten. Beim Ising-
Modell gibt es zwei relevante Skalenfel-
der: Das eine ist proportional zur redu-
zierten Temperatur (wie oben erliutert),
das andere ist mit dem duBeren Magnet-
feld verkniipft (der zugehorige Skalenin-
dex y, bestimmt den Exponenten #:
1 = d + 2—2y,). Alle anderen Skalenfel-
der sind irrelevant. Die Anwesenheit der
irrelevanten Skalenfelder spiegelt die Uni-
versalitit des kritischen Verhaltens wider.
In unserem einfachen Beispiel bedeutet
das: Die kritischen Exponenten sind ent-
lang des gesamten Einzugsbereiches des
kritischen Fixpunktes (u; = 0) gleich,
d. h. sie hingen, im Gegensatz zur kriti-
schen Temperatur T, nicht von den Aus-
tauschkopplungen J, und J, ab. Alle 2-di-
mensionalen Ising-Modelle mit beliebigen
Austauschkopplungen J, und J, gehdren
deshalb zu derselben Universalititsklasse.
Fassen wir die Denkweise der Renor-
mierung noch einmal zusammen:
1. In der Renormierung wird nicht ein
einzelnes Modellsystem betrachtet, son-
dern viele verschiedene Modelle, die sich
in den Parametern der mikroskopischen
Wechselwirkung unterscheiden. Dabei
hat jedes Modell einen eigenen kritischen
Punkt; 2. Falls die kritischen Punkte ver-
schiedener Modelle unter der Renormie-
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rung auf denselben Fixpunkt abgebildet
werden, gehoren sie zu derselben Univer-
salititsklasse; 3. Die relevanten Skalenfel-
der am Fixpunkt bestimmen die kritischen
Exponenten dieser Universalitétsklasse.

5. Strategien der Renormierung

Wie lassen sich die Ideen der Renor-
mierung praktisch verwirklichen? Dazu
sind Rechenmethoden nétig, mit denen
man sukzessive ,Freiheitsgrade ausdiin-
nen“ kann. Fiir das Ising-Modell sind
mehrere derartige Methoden entwickelt
worden. Sie lassen sich in zwei Gruppen
einteilen, die im folgenden beschrieben
werden.

5.1 Ortsraum-Renormierung [8]

Die direkteste Methode, die Gitterkon-
stante gemiB (T1) zu vergréBern, besteht
darin, da8 man in der Zustandssumme (1)
iber einen Teil der Spins summiert. Da-
bei stoft man jedoch auf eine Schwierig-
keit, die bei fast allen Varianten der Orts-
raum-Renormierung auftritt: Durch die
exakte Aussummation einzelner Spins
werden zusitzliche Typen von Spinkopp-
lungen erzeugt, die im urspriinglichen
Modell nicht vorkommen. Diese Schwie-
rigkeit wird noch dadurch vergroBert, daf
bei jedem weiteren Iterationsschritt im-
mer wieder neue Typen von Spinkopplun-
gen hinzukommen.

Fir eine exakte Ortsraum-Renormie-
rung des Ising-Modells mu man dem-
nach unendlich viele Kopplungsparameter
beriicksichtigen. Die R-Transformation
(T2) wirkt dann in einem unendlich-di-
mensionalen Parameterraum. An dem
kritischen Fixpunkt in diesem Raum gibt
es unendlich viele Skalenfelder. Eine ex-
akte Ortsraum-Renormierung stoBt des-
halb auf grofie technische Schwierigkei-
ten. Andererseits werden zur Berechnung
der kritischen Exponenten nur die beiden
relevanten Skalenfelder benoétigt, die mit
der reduzierten Temperatur und dem Ma-
gnetfeld verkniipft sind (vgl. Abschnitt 4).
Die Strategie der Ortsraum-Renormie-
rung besteht nun darin, geniherte Trans-
formationen fiir diese beiden Skalenfelder
zu konstruieren. Die Giite dieser Nihe-
rungen 4Bt sich abschidtzen, indem man
die R-Methoden an den wenigen Model-
len testet, deren kritische Exponenten ex-
akt bekannt sind.

Eine Ortsraum-Renormierung, die sehr
gute Werte fiir die kritischen Exponenten
liefert, ist die Blockspin-Renormierung
von Th. Niemeijer und J. M. J. van Leeu-
wen [7]. Sie ist in Bild 4 schematisch dar-
gestellt und wird in [S] sehr anschaulich
beschrieben. Es gibt eine ganze Reihe an-
derer Methoden der Ortsraum-Renormie-

rung. Die einfachste stammt von A. A.
Migdal und L. P. Kadanoff [8]. Diese Re-
normijerung ist fiir die Raumdimension
d =1 exakt. In d>1 erhilt man fir
K = K, = K, und Skalierungsfaktor b die
Abbildung (T2) in der Gestalt

tanh (K') = [tanh (b%7'K) ]°.

Diese Transformation liefert einen kriti-
schen Fixpunkt fir Raumdimensionen
d > 1. Man beachte, daB3 d nur als Para-
meter eingeht, und zwar in der Form
£ = (d-1). Die Raumdimension d kann
deshalb formal wie eine kontinuierliche
Variable behandelt werden. Dann ist es
moglich, einen kleinen Wert fiir £ zu wih-
len und physikalische Grofen nach die-
sem kleinen Parameter zu entwickeln.
Z. B. erhilt man fiir den kritischen Expo-
nenten v der Korrelationslinge den Aus-
druck v = 1/ in der niedrigsten Ordnung
in £. (Diese &-Entwicklung 1aBt sich im
Rahmen des feldtheoretischen ,,Tropf-
chen“-Modells fiir Spinfluktuationen sy-
stematisch fortsetzen [9]).

5.2 Feldtheoretische Renormierung

Bei diesen R-Verfahren betrachtet man
ein feldtheoretisches Ising-Modell
{2, 10, 11]. Die Spinvariablen ¢; = * 1
auf dem diskreten Gitter werden durch
ein Spinfeld o(x) ersetzt. o(x) ist fiir jeden
Punkt des d-dimensionalen Raums defi-
niert und nimmt alle Werte zwischen —
und +% an. Die Rolle der Gitterkonstan-
ten a tbernimmt jetzt der Abschneidepa-
rameter (Cutoff) A. Dieser beschrinkt
die Wellenvektoren, die in den Fourier-
Komponenten von o(x) vorkommen:

o(x) = [ d% e* o(k) ®)

k| <A

Damit ist gewdhrleistet, da es keine
Spinfluktuationen gibt, deren Wellenldn-
ge kleiner als 1/4 (= Gitterkonstante a )
ist. Die Konfigurationsenergie des feld-
theoretischen Ising-Modells hat die Form

Elo} = f i {% (Vo)? + v@)}

Die ,Kopplungen“ dieses Modells sind
durch die Entwicklungskoeffizienten v,
der Funktion V(o) gegeben:

V(o) = il v, O

Die erste R-Strategie fiir diese Feld-
theorie stammt von K. G. Wilson [2]. Ei-
ner VergroBerung (T1) der Gitterkon-
stanten entspricht jetzt eine Verkleine-
rung des Cutoffs: A — A" = A/b. Diese
Transformation von A wird erreicht, in-
dem man in der Zustandssumme alle Fou-
rier-Komponenten o(k) in (5) mit
Alb < |k| < A aussummiert. Dadurch

wird eine R-Transformation (T2) im
unendlich-dimensionalen Raum der Funk-
tionen V(o) erzeugt. Ein ,Fixpunkt“ in
diesem Raum ist durch eine Fixpunkt-
funktion V*(0) gegeben, die sich nume-
risch bestimmen 146t [2]. An diesem Fix-
punkt gibt es wieder zwei relevante Ska-
lenfelder, die mit der reduzierten Tempe-
ratur bzw. mit dem Magnetfeld verkniipft
sind.

Die R-Transformation im Funktionen-
raum wird besonders einfach, wenn man
mit V(o) = ro® + go* startet und an-
nimmt, daf g klein ist. Dann gilt [10]

r=b|r+3 £ 9g2
14+r

g =b"""(g-9%)

d. h. die Renormierung wirkt in dem 2-di-
mensionalen (r, g)-Unterraum des unend-
lich-dimensionalen Funktionenraums. In
die Abbildung (6) geht die Raumdimen-
sion d wieder nur als Parameter ein, und
zwar diesmal in der Form &= (4—d).
Wenn man ¢ formal als kleinen Entwick-
lungsparameter auffafSt, dann erhilt man
aus (6) den kritischen Exponenten

(6)

1 1
v=—-+—¢+ @(62)
2 12

(der Term der (%) wird durch (6) nicht
richtig wiedergegeben).

Es ist moglich, diese ¢-Entwicklung sy-
stematisch fortzusetzen [7]. Im Rahmen
dieser Entwicklung reicht es aus, die Re-
normierung auf die 2-parametrige Feld-
theorie mit V(o) = ro® + go* anzuwen-
den. Der groBle praktische Vorteil dieser
Darstellung des Ising-Modells besteht
darin, daB man dafiir Methoden aus der
Quantenfeldtheorie  verwenden  kann
(Feynman-Diagramme, Dimensionsregu-
larisierung, ...) [11]. Mit diesen R-Metho-
den sind die genauesten Werte fiir die
kritischen Exponenten des 3-dimensiona-
len Ising-Modells berechnet worden, z. B.
v = 0,630 und 5 = 0,031 [12].

6. Erfolge der Renormierung

Bisher wurden die Ideen und Strategien
der Renormierung am kontinuierlichen
Phasenibergang im Ising-Modell erldu-
tert. Sie sind jedoch auf viele andere kriti-
sche Phidnomene angewendet worden. In
diesem Abschnitt werden einige Beispiele
kurz beschrieben.

6.1 Kontinuierliche Phaseniiberginge [3, 4]
Der Phaseniibergang im Ising-Modell

ist mit einer ,spontanen Symmetriebre-
chung® verkniipft. Was bedeutet das? Fiir
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Temperaturen oberhalb der kritischen
Temperatur T, verschwindet der Ord-
nungsparameter (= Magnetisierung M,
siche Bild 2 b). Deshalb bleibt der Ord-
nungsparameter unverdndert, wenn man
alle Spins umklappt (alle o; - — 0;). Un-
terhalb von T, ist der Ordnungsparameter
dagegen von Null verschieden. Unter der
Umklapp-Operation wird aus einem Zu-
stand, bei dem die Spins im Mittel ,,rauf“
zeigen (Magnetisierung M > 0), ein Zu-
stand, bei dem die Spins im Mittel ,,run-
ter zeigen (M < 0). Die ,rauf-runter“-
Symmetrie der ungeordneten Phase
(M = 0) gilt demnach nicht fir die geord-
neten Phasen (M > 0 bzw. M < 0).

Die meisten kontinuierlichen Phasen-
ibergénge sind mit einer dhnlichen Sym-
metriebrechung verkniipft. In den letzten
Jahren ist es mittels Renormierung gelun-
gen, solche Phaseniiberginge systema-
tisch in Universalititsklassen einzuteilen.
Innerhalb einer Klasse wird das kritische
Verhalten durch dieselben kritischen Ex-
ponenten beschrieben. Die Renormierung
hat gezeigt, daBl die kritischen Exponen-
ten im Ising-Modell fiir 1 <d =<4 von
der Raumdimension d abhingen (Ab-
schnitt 5). Fiir jedes solche d représentiert
das Ising-Modell demnach eine Universa-
litatsklasse. (Fiir d > 4 hédngen die kriti-
schen Exponenten nicht von d ab, fiir
d < 1 gibt es keinen Phaseniibergang.) In
der realen Welt kommen natiirlich nur 2-
oder 3-dimensionale Systeme vor. Fir
d = 2 gehoren Magnete mit Schichtstruk-
tur (wie K,NiF;) und absorbierte Gas-
schichten (wie He* auf mit Kr belegtem
Graphit) zur Ising-Klasse. Fir d = 3 ge-
héren bindre Legierungen (wie CuZn)
und alle kritischen Fliissig/Gas-Ubergiinge
dazu.

Die Renormierung hat auBerdem ge-
zeigt, daBl die Universalititsklassen von
der spontan gebrochenen Symmetrie ab-
héngen. Im Ising-Modell ist das die dis-
krete ,rauf-runter“-Symmetrie, die darauf
beruht, daB jeder Spin zwei diskrete Zu-
stinde annehmen kann. Viele Phasen-
ibergénge, die in der Natur vorkommen,
werden allerdings durch Modelle be-
schrieben, bei denen jeder Spin mehr als
zwei Einstellmoglichkeiten hat. Im Potts-
Modell [4, 8] kann jeder Spin g diskrete
Werte annehmen, im n-Vektor-Modell
[10-12] die kontinuierlichen Werte auf
ciner n-dimensionalen Kugel. Zu jedem
Wert von g und zu jedem Wert von n
gehort eine andere Symmetrie und damit
auch eine andere Universalititsklasse (fiir
groBle g gibt es allerdings keine kritischen
Exponenten, weil der Phaseniibergang
dann diskontinuierlich ist).

Diese Einteilung in Universalitdtsklas-
sen gilt zundchst, falls man sich auf zeit-
unabhiéngige (statische) Eigenschaften des
Phaseniibergangs beschrinkt. Wenn man

zeitabhédngige (dynamische) Eigenschaf-
ten hinzunimmt, dann spaltet jede stati-
sche Universalititsklasse in mehrere dy-
namische auf [13].

6.2 Kosterlitz-Thouless-Ubergang [14]

Im n-Vektor-Modell treten fiir n = 2
Spinwellen auf. In der Raumdimension
d = 2 zerstoren diese Spinwellen die lang-
reichweitige Ordnung, d. h. die Magneti-
sierung verschwindet fir alle Temperatu-
ren. Es kann deshalb in diesen Systemen
keinen Phaseniibergang mit spontaner
Symmetriebrechung geben (Mermin-Wag-
ner-Theorem). Trotzdem tritt in dem
2-komponentigen Modell fiir d = 2 der
sog. Kosterlitz-Thouless-Ubergang auf.
Er ist dadurch charakterisiert, daf sich
die Korrelationsfunktion C(r) oberhalb
und unterhalb von T, als Funktion des
Abstands r verschieden verhilt: Fiir
T<T, gilt das Potenzgesetz
C(r) < D fir T> T, zerfallen die
Korrelationen exponentiell. Dabei hingt
der Exponent 7(T) kontinuierlich von der
Temperatur 7 < T, ab. Die Renormie-
rung liefert nimlich fiir T < T, eine ganze
Linie von Fixpunkten.

6.3 Anderson-LokKalisierung [15]

Im periodischen Potential eines idealen
Kristalls sind die Eigenzustdnde eines
Elektrons iiber den ganzen Kristall ausge-
dehnt (Bloch-Theorem). In einem Poten-
tial, das sich von Gitterplatz zu Gitter-
platz zuféllig 4ndert, kann dagegen eine
kritische Energie £, (die Mobilititskante)
auftreten, so daf3 Elektronenzustinde mit
Energien E < E; lokalisiert und solche
mit Energien E > E_ ausgedehnt sind.
Die Existenz und die Eigenschaften der
Modbilitdtskante sind mit R-Methoden un-
tersucht worden. Man findet, daf3 die Mo-
bilitdtskante E. nur fiir Raumdimensionen
d > 2 auftritt. In der Nihe von E_ gelten
Skalengesetze: Z. B. divergiert die Aus-
dehnung & der lokalisierten Zustinde wie
& « |E-E,| ™%, und die Gleichstromleitfi-
higkeit o verschwindet wie o « |E—E.|*,
mit s = (d-2)v. Es gibt verschiedene
Universalitatsklassen, je nach der Art der
Unordnung des Zufallspotentials.

6.4 Nichtlineare Dynamik [16]

Die einfachste nichtlineare Dynamik
wird durch eine 1-dimensionale Abbil-
dung der Form x, — xe. = fu(x,) erzeugt.
Dabei ist f,(x) eine Funktion, die von u
parametrisch abhédngt. Fir bestimmte
Werte von g durchlduft x, eine periodi-
sche Bahn mit der Periode 7. Bei Varia-
tion des Parameters x4 findet man eine
unendliche Folge von u-Werten g, i = 1,
2, ..., an denen Periodenverdopplung

auftritt, d. h. T—>2T—>2T— ...
Diese Folge der u-Werte hat einen Hau-
fungspunkt .
Ue = ‘E‘; Ui .

Fiir groBe i gilt: 4; — u, > 6. M. J. Fei-
genbaum hat 1978 gefunden, daB ¢ eine
universelle Konstante ist, d. h. sie hat fir
ganze Funktionenklassen unabhingig von
der speziellen Form der Funktion f, den-
selben Wert. Die Konstante 6 1dBt sich
mittels Renormierung berechnen. Die
R-Transformation wirkt in dem Raum der
Funktionen f,. Es gibt eine Fixpunktfunk-
tion und ein relevantes Skalenfeld an die-
sem Fixpunkt. Der Skalenindex, der zu
diesem Skalenfeld gehort, bestimmt die
universelle irrationale Konstante
6 = 4,669. Periodenverdopplung wird in
verschiedenen physikalischen Systemen
beobachtet (z. B. Bénard-Instabilitét,
Schall in flissigem He). Diese Experi-
mente bestitigen die Universalitat von 6.

6.5 Weitere Beispiele:

Kontinuierliche Phaseniibergénge in
halb-unendlichen Systemen [17]; Konfor-
mation von Polymerketten [18]; Kondo-
Problem [19]; Langzeitverhalten von hy-
drodynamischen Korrelationen [20]; . . .

7. Ausblick

Die Beispiele des vorangehenden Ab-
schnitts zeigen, daf die Renormierung auf
ganz verschiedenartige Probleme erfolg-
reich angewendet worden ist. Sie wird
wohl auch in Zukunft eine wichtige Rolle
beim Studium kritischer Phinomene spie-
len. Bisher ungeloste Probleme sind: der
EinfluB von Unordnung auf kontin. Pha-
seniiberginge (z. B. Ising-Modell mit Zu-
fallsfeld); das kritische Verhalten von
Phasengrenzflichen; der EinfluB der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung  auf
die Anderson-Lokalisierung; . . . SchlieB-
lich sollte die Renormierung auch bei
dem Problem der vollausgebildeten Tur-
bulenz weiterhelfen. Es ist seit langem be-
kannt, daBB die Geschwindigkeitsfluktua-
tionen einer Stromung bei groBen Rey-
nolds-Zahlen universelle Eigenschaften
haben. In der phinomenologischen Theo-
rie der vollausgebildeten Turbulenz [21]
faBt man diese Fluktuationen als Kaskade
von Wirbelzerfillen auf. Diese Theorie
liefert Skalengesetze und Exponenten fiir
verschiedene physikalische GroBen [22],
experimentell findet man aber systemati-
sche Abweichungen von diesen Vorhersa-
gen. Es sollte moglich sein, diese Abwei-
chungen mittels Renormierung zu erkla-
ren. Bisher ist es jedoch nicht gelungen,
eine erfolgreiche R-Strategie fiir dieses
Problem zu entwickeln [23]. Das macht
noch einmal deutlich, daB3 die Renormie-
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rung vor allem cine neue Denkweise ist,
aber keine vorgefertigten Rezepte liefert:

,One cannot

write o renormalization

cookbook.” (K. G. Wilson, 1975).
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