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a I 
M "rout" 

o 1-f M " runter" 

Bild 2: a) Koexistenzkurve zweier magnetischer 
Phasen mit entgegengesetzter Magnetisierung M 
(H = Magnetfeld). Diese Kurve beginnt bei 
H = 0 und endet im Curie-Punkt bei T,. b) 
Magnetisierung der beiden magnetischen Phasen 
entlang der Koexistenzkurve in l a ) .  

der Curie-Tempertur (fur H = 0) 
I T - T C r .  y ist ein weiterer kritischer 

Exponent. Experimente an 3-dimensiona- 
len Magneten liefern y = 5. 
3) In der Streuung von Licht, Rontgen- 
und Neutronenstrahlen treten ebenfalls 
Anomalien auf. Die kritische Lichtstreu- 
ung an einem ~lussig1Gas-~bergang ist 
mit bloBem Auge zu erkennen: Eine Flus- 
sigkeit, die fur Temperaturen unterhalb 
von Tc klar und durchsichtig ist, wird bei 
Tc milchig trub (kritische Opaleszenz). 
Diese Anomalien in der Streuung lassen 
sich ebenfalls durch kritische Exponenten 
charakterisieren. 
4) Die kritischen Exponenten wurden an 
sehr vielen kontinuierlichen Phasenuber- 
gangen experimentell bestimmt. Dabei 
hat sich herausgestellt, daB diese GroBen 
weitgehend universell sind, d. h. sie ha- 
ben fur verschiedene Phasenubergange 
denselben Wert. Diese Universalitat be- 
zieht sich einmal auf Phasenubergange 
desselben Typs in verschiedenen Substan- 
Zen, sie umfaBt aber auch verschiedenarti- 
ge Phasenubergange: Z.  B. findet man an 
den kontinuierlichen OrdnungsIUnord- 

Bild 3: 2-dimensionales Zsing-Model1 mit den 
Kopplungen K,, K, und der Gitterkonstante a. 
Die Spins sind durch die Pfeile auf den Kreu- 
zungspunkten des Gitters dargestellt. 

nungs-Ubergangen in binaren Legierun- 
gen (wie CuZn) und an den kontinuierli- 
chen Phasenubergangen von einachsigen 
Antiferromagneten (wie CoCs3C15) diesel- 
ben Exponenten wie an den kritischen 
Flussig/Gas-ubergangen. Dennoch sind 
die kritischen Exponenten nicht vollig 
universell, sie hangen insbesondere von 
der Raumdimension des physikalischen 
Systems ab. Diese Beobachtungen haben 
zu der Vermutung gefiihrt, dab man alle 
kontinuierlichen Phasenubergange syste- 
matisch in Universalitatsklassen einteilen 
kann (Universalitatshypothese). 

3. Ising-Modell 

Die mikroskopischen Vorgange, die 
den makroskopischen Eigenschaften am 
kritischen Punkt zugrunde liegen, lassen 
sich am Ising-Modell fur den Ferromagne- 
tismus studieren. Ein Ferromagnet ist aus 
Gitteratomen aufgebaut, die ein perma- 
nentes magnetisches Dipolmoment besit- 
Zen. Diese sind aufgrund des Pauli-Prin- 
zips uber die Austauschwechselwirkung 
gekoppelt. Sie bewirkt, daB die parallele 
Ausrichtung zweier Nachbardipole ener- 
getisch bevorzugt ist. 

Im Ising-Modell werden die magneti- 
schen Dipole durch Spins ersetzt, die nur 
,,rauf" oder ,,runterZ' zeigen konnen: Auf 
jedem Platz i des Modellgitters sitzt ein 
Spin'a,, der die beiden Werte k 1 anneh- 
men kann. Falls kein auBeres Magnetfeld 
vorhanden ist, ist die Energie einer Spin- 
konfiguration {a} durch 

gegeben. Dabei koppeln die positiven 
Austauschwechselwirkungen Ji, nur Spins 
auf benachbarten Gitterplatzen i und j. 

In einem Ferromagneten andert sich 
die Spinkonfiguration sehr schnell, weil 
die einzelnen Spins aufgrund der thermi- 
schen Bewegung der Atome und Elektro- 
nen ,,umklappen". Fur einen makroskopi- 
schen Magneten gibt es unvorstellbar vie- 
Ie Spinkonfigurationen: Bei 1 0  Spins 
sind es 2 hoch Moglichkeiten! Aller- 
dings treten vor allem die Spinkonfigura- 
tionen auf, deren Energie mit der thermi- 
schen Anregungsenergie k g T  (Boltzmann- 
Konstante X Temperatur) vergleichbar 
ist. Die Wahrscheinlichkeit fur eine Kon- 
figuration {a} ist namlich durch den 
Boltzmann-Faktor 

gegeben, der mit der Zustandssumme 

auf Eins normiert ist. 

Der Boltzmann-Faktor W{U] hangt nur 
von der Parameterkombination Jij/(k^T) 
ab. Es ist deshalb zweckmaBig, die redu- 
zierten Kopplungen Kij = Ji,/(kB,T) einzu- 
fuhren, die das Verhalten des Spinsystems 
vollstandig bestimmen. Man beachte, dal3 
diese Kopplungen umgekehrt proportio- 
nal zur Temperatur sind. Bild 3 zeigt als 
Beispiel ein 2-dimensionales Ising-Modell 
mit Gitterkonstante a, dessen Nachbar- 
spins in x-Richtung mit Kx = J.J(kBZ') und 
in y-Richtung mit Ky  = JJ(kBT) wechsel- 
wirken. 

Die Magnetisierung M ist im Ising-Mo- 
dell durch den thermischen Mittelwert ei- 
nes Spins auf einem beliebigen Gitterplatz 
n gegeben: 

Wie verhalt sich dieser Mittelwert als 
Funktion der Temperatur? Fur sehr tiefe 
Temperaturen sind die Spinkopplungen 
Kij sehr groB, und jeder Spin nimmt den- 
selben Wert an wie seine Nachbarn. Es  
gibt nur zwei mogliche Spinkonfiguratio- 
nen: Entweder alle Spins ,,rauf" oder alle 
Spins ,,runterC'. Deshalb hat die Magneti- 
sierung fur tiefe Temperaturen den Wert 
M = <on> = k 1 (vgl. Bild 2b). Fur 
T  = 0 liegt also ein vollig geordneter Zu- 
stand vor. Diese Ordnung nimmt mit zu- 
nehmender Temperatur ab. Bei einer kri- 
tischen Temperatur Tc verschwindet die 
Magnetisierung schliefilich: Fur T  3 Tc 
zeigt jeder Spin mit derselben Wahr- 
scheinlichkeit ,,rauf" oder ,,runter6', und 
deshalb gilt M = <un> = 0. 

Das Verschwinden des Ordnungspara- 
meters ist ein Aspekt des kritischen Punk- 
tes. Um zu verstehen, wie die Divergen- 
zen in den Materialkonstanten und die 
Anomalien in der Streuung mikrosko- 
pisch zustande kommen, muB man die 
Fluktuationen A q  = ui-<ai> der Spins 
urn ihren Mittelwert betrachten. Diese 
Fluktuationen sind namlich nicht vollig 
zufallig, sondern sie erzeugen Cluster von 
korrelierten ,,rauf"- oder ,,runterC'-Spins. 
Fur Temperaturen weit unterhalb oder 
weit oberhalb von Tv bestehen diese Clu- 
ster nur aus wenigen Spins. Bei Annahe- 
rung an Tc wachsen sie jedoch betracht- 
lich an. Die kleinen ,,rauf"-Cluster befin- 
den sich dann in groBeren ,,runter"-Clu- 
stern, die in noch groBeren ,,rauf"-Clu- 
stern enthalten sind, die .... Die Ausdeh- 
nung der groBten Spincluster ist durch die 
sog. Korrelationslange E, gegeben. Diese 
Lange divergiert bei Annaherung an den 
kritischen Punkt wie 

mit dem kritischen Exponenten v. Dieses 
Anwachsen der korrelierten Spincluster 
bewirkt die Anomalien der kritischen 
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Streuung (bei einer Flussigkeit entspre- 
chen die ,,rauf"-Cluster kleinen Gasblasen 
und die ,,runter"-Cluster kleinen Flussig- 
keitstropfen). Direkt am kritischen Punkt 
ist die Korrelationslange unendlich groB. 
Dann gibt es korrelierte Spincluster auf 
jeder Langenskala. Anschaulich ausge- 
druckt: Wenn man das Spinsystem am 
kritischen Punkt durch ein Zoom-Objek- 
tiv betrachtet, dann sieht man fur alle 
Brennweiten ( 9  Gitterkonstante) das 
gleiche Bild. Die Veranderung der Brenn- 
weite entspricht einer Transformation der 
Langenskala. Das System befindet sich 
deshalb am kritischen Punkt in einem ska- 
leninvarianten Zustand. 

Diese anschauliche Vorstellung laBt 
sich prazisieren, wenn man die Korrela- 
tionsfunktion C(r) = <ACT,, Aum> der 
Fluktuationen betrachtet, wobei 
r = 1 n-m  1 den Abstand zwischen den 
Spins auf den Gitterplatzen n und m be- 
zeichnet. Solange die Korrelationslange Â£ 
endlich ist, fallt die Korrelationsfunktion 
fur groBe Abstande r exponentiell ab: 

Direkt am kritischen Punkt ist Â£ jedoch 
unendlich groB. Dann fallt die Korrela- 
tionsfunktion sehr vie1 langsamer ab, 
namlich gemaB 

wobei d die Raumdimension und n einen 
weiteren kritischen Exponenten bedeu- 
ten. Dieses Verhalten der Korrelations- 
funktion erklart die Divergenz der Sus- 
zeptibilitat x am kritischen Punkt, denn es 
gilt 

x = {ddr C(r)  

(einfachheitshalber wurde die Summe 
uber diskrete Gitterpunkte durch ein d-di- 
mensionales Raumintegral ersetzt). Am 
kritischen Punkt liefert dieses Integral ei- 
nen unendlich groBen Wert, weil C(r) fur 
groBe Abstande zu langsam abfallt. 

Die Korrelationsfunktion hat fur 
T = Tc eine bemerkenswerte Symme- 
trieeigenschaft: Wenn man die Langen- 
skala um den Faktor b und die Skala fur 
die Spinfluktuationen Au, urn den Faktor 
b - "'1 , w = d-2+n vergroBert, dann 
bleibt die Korrelationsfunktion (2) unver- 
andert: 

Das ist der formale Ausdruck fur die 
Skaleninvarianz am kritischen Punkt, die 
oben anschaulich beschrieben wurde (ge- 
nau genommen gilt diese Invarianz nur 
asymptotisch fur Abstande r 9 Gitter- 
konstante). Die Korrelationsfunktion ist 
durch den speziellen Mittelwert 
<dun Aum> der Spinfluktuationen gege- 
ben. Alle ubrigen Mittelwerte dieser 
Fluktuationen haben jedoch ganz ahnli- 

Bild 4: Bei der Blockspin- 
Transformation mit b = 2 wer- 
den vier Spins w einem Block- 
spin zusammengefaJ3t. Die 
Kopplungen zwischen den 
Blockspins sind K.i und K i .  

che Invarianzeigenschaften. Der kritische 
Punkt ist demnach durch eine zusatzliche 
Symmetric, namlich durch die Invariant 
der Mittelwerte gegeniiber Skalentransfor- 
mationen, ausgezeichnet. 

4. Ideen der Renormierung 

Im letzten Abschnitt wurde ein mikro- 
skopisches Bild entworfen, das die Ano- 
malien am kritischen Punkt qualitativ er- 
klart. Eine quantitative Theorie muB aller- 
dings noch zwei fundamentale Probleme 
losen: 1. Wie kann man die kritischen 
Exponenten (B, y,v,r], . .) praktisch berech- 
nen? 2. Wie kann man die experimentell 
beobachtete Universalitat dieser Expo- 
nenten erklaren? Die klassische Theorie 
der kontinuierlichen Phasenubergange 
wurde 1937 von L. Landau entwickelt. 
Ihre Vorhersagen fur die Exponenten 
weichen allerdings erheblich von den ex- 
perimentellen Werten ab. Einige Jahre 
spater (1944) konnte L. Onsager die ex- 
akten Exponenten fur das 2-dimensionale 
Ising-Modell berechnen. Man hat lange 
versucht, weitere exakte Losungen fur an- 
dere Modellsysteme zu finden, was bisher 
aber nur fur ganz spezielle 2-dimensionale 
Modelle gelang. In den letzten Jahren ist 
nun mit der Renormierung ein vollig neu- 
er Zugang gefunden worden. Die Renor- 
mierung liefert sowohl eine Erklarung fur 
die Universalitat als auch praktische Me- 
thoden zur Berechnung der kritischen Ex- 
ponenten. 

Die Renormierung ist auf die besonde- 
ren Verhaltnisse am kritischen Punkt zu- 
geschnitten. Irn letzten Abschnitt wurde 
deutlich, daB der kritische Punkt durch 
Invarianz gegenuber Skalentransformatio- 
nen ausgezeichnet ist. Diese Transforma- 
tionen bilden deshalb den Ausgangspunkt 
fur die Renormierung. Im folgenden wird 
sie am Beispiel des Ising-Modells erlau- 
tert, fur das verschiedene R-Verfahren 
(R = Renormierung) entwickelt worden 
sind. Dabei sollen zunachst die gemeinsa- 
men Ideen beschrieben werden, die alien 
diesen Verfahren zugrunde liegen und auf 
L. P. Kadanoff und K. G.  Wilson zuruck- 
gehen. 

Jedes R-Verfahren fur das Ising-Modell 
liefert eine Transformation des Boltz- 

mann-Faktors: W { U }  Ã‘ ~ ' [ u } .  Diese 
Abbildung laBt sich beliebig oft iterieren: 
w l { u }  + W"[a} + . . . In jedem Itera- 
tionsschritt wird die Langenskala gean- 
dert, also z. B. die Gitterkonstante a: 

(Bild 4). Dabei ist b >1 der Skalierungs- 
faktor der Renormierung. Die ~ n d e r u n g  
der Langenskala wird dadurch erreicht, 
daB man ,,Freiheitsgrade ausdunnt". Da- 
fur gibt es mehrere Methoden; sie werden 
in Abschnitt 5 beschrieben. Besonders an- 
schaulich ist die Blockspin-Transforma- 
tion (Bild 4, vgl. auch [5]), bei der man in 
jedem R-Schritt mehrere Spins zu einem 
Blockspin zusammenfaBt . 

Das ,,Ausdunnen von Freiheitsgraden" 
bewirkt nicht nur eine ~ n d e r u n ~  der Lan- 
genskala, sondern auch eine Anderung 
der Parameter der Wechselwirkung. Fur 
das 2-dimensionale Ising-Modell (Bild 3) 
andern sich die beiden reduzierten Spin- 
kopplungen Kx, Ky: 

(In der Blockspin-Transformation sind 
Ki ,  Ki  die Kopplungen zwischen den 
Blockspins, siehe Bild 4). Die R-Trans- 
formation wird so konstruiert, daB sich 
die Korrelationslange Â£ bei jedem 
R-Schritt urn den Faktor b verkleinert: 

Die Wirkung der Transformation (T2) 
laBt sich anschaulich im Parameterraum 
(Kx, K J  darstellen (Bild 5-7). Dabei 
muB man zunachst beachten, daB dieser 
Parameterraum eine ganze Klasse von 
verschiedenen Ising-Modellen enthalt, die 
durch verschiedene Austauschkopplungen 
7, und Jy definiert sind. Da die reduzier- 
ten Kopplungen Kx und Ky umgekehrt 
proportional zur Temperatur sind, durch- 
laufen sie bei einer Anderung der Tempe- 
ratur von T = 0 bis T = Â¡ alle Werte von 
w bis 0. Einer Anderung der Temperatur 
entspricht demnach ein Weg im (K,, Ky)- 
Raum. Zwei derartige Wege sind im Bild 
5 eingezeichnet. Der obere entspricht 
z. B. einem Ising-Model1 (Ferromagne- 
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Bild 5: Zwei Temperaturwege (gestrichelte Kur- 
ven) im (K,, K,)-Raum. Der Punkt (K,, K,) 
= (0, 0 )  entspricht der Temperatur T = m, der 
Punkt (a, m) der Temperatur T = 0 .  

ten) mit Austauschkopplungen Jy > Jx, in 
dern also die Spins in y-Richtung starker 
gekoppelt sind als in x-Richtung. 

Betrachten wir zunachst ein solches 
Ising-Modell mit Jy > Jx. Jeder Punkt des 
Temperaturweges bildet einen Startpunkt 
fur die Renormierung. Wenn man die 
R-Transformation (T2) mehrmals hinter- 
einander auf einen solchen Startpunkt an- 
wendet, dann erhalt man eine Folge von 
Bildpunkten im (Kx, Ky)-Raum. Diese 
Punkte bilden eine R-Trajektorie. In Bild 
6 sind mehrere derartige Trajektorien ein- 
gezeichnet. Je nach Startpunkt fiihren die 
R-Trajektorien zu verschiedenen ,,End- 
punkten". Diese sind zugleich Fixpunkte 
von (T2), denn dort gilt 

An einem Fixpunkt erhalt man fur die 
Korrelationslange wegen (3): 

Diese Gleichung kann nur erfiillt sein, 
wenn E am Fixpunkt verschwindet oder 
unendlich groB ist. 

Wie man in Bild 6 erkennt, gibt es in 
unserem Beispiel drei verschiedene Fix- 
punkte, namlich (&, Ky) = (O,O), (K*, K*) 
und (m, m). Der Fixpunkt (0,O) be- 
schreibt den vollig ungeordneten Zustand 
der Spins bei der Temperatur T = m; der 
Fixpunkt (m, m) reprasentiert den vollig 
geordneten Zustand bei T = 0. In beiden 
Fallen ist die Korrelationslange 6 = 0. 
Der Fixpunkt (K*, K*) charakterisiert da- 
gegen den kontiunierlichen Phasenuber- 
gang mit S, = m. 

Zu jedem Paar von Austauschkopplun- 
gen Jx, Jy gehort ein bestimmter Tempe- 
ratur-Weg im (Kx, Ky)-Raum. Auf jedem 
derartigen Weg gibt es genau einen Start- 
punkt, der unter der Renormierung auf 

Bild 6: Einige Renormierungs-Trajektorien, de- 
Ten Startpunkte auf den Temperaturwegen (ge- 
strichelt) von Bild 5 liegen. Die Trajektorien 
enden in einem der drei Fixpunkte. 

den kritischen Fixpunkt (K*, K*) abgebil- 
det wird. Dieser Startpunkt entspricht 
dern kritischen Punkt des Ising-Modells 
mit den Austauschkopplungen Jx, Jy. Er 
legt die kritische Temperatur 
T, = Tc (Jx, JÃ£ fest, die von den Aus- 
tauschkopplungen abhangt. Die Menge 
dieser speziellen Startpunkte fur verschie- 
dene paare Jx, JÃ bildet den Einzugsbe- 
reich des Fixpunktes. 

Was passiert mit Startpunkten, die zu 
Temperaturen T 4= Tc, aber T nahe bei Tc 
gehoren? Wie aus Bild 6 ersichtlich, 
schmiegen sich die zugehorigen R-Trajek- 
torien an den Einzugsbereich von 
(K*, K*) an, bis sie die unmittelbare Um- 
gebung dieses Fixpunktes erreicht haben. 
Das kritische Verhalten fur T Ã‘ Tc wird 
deshalb durch die Eigenschaft der 
R-Transformation (T2) in der Nahe des 
kritischen Fixpunktes (K*, K*) beschrie- 
ben. Es ist zweckmaBig, neue Koordina- 
ten ul, u-, einzufuhren, so daB dieser Fix- 
punkt bei u, = u1 = 0 liegt und der Ein- 
zugsbereich durch ul = 0 gegeben ist 
(Bild 7). Man kann diese Koordinaten so 
wahlen, da6 sie unter der Renormierung 
das einfache Transformationsverhalten 

haben. Diese Koordinaten u, werden als 
Skalenfelder bezeichnet, die yi als Skalen- 
indizes. (Diese Konzepte stammen von F. 
J. Wegner, vgl. [7]). Das Vorzeichen ei- 
nes Skalenindex bestimmt, wie sich das 
zugehorige Skalenfeld unter der Renor- 
mierung verhalt. Falls der Skalenindex yi 
positiv ist, wachst das Skalenfeld ui unter 
der R-Transformation (4) an, d. h. es 
wird vom Fixpunkt abgestofien. Ein sol- 
ches Skalenfeld heifit relevant. Falls der 
Skalenindex yi negativ ist, geht ui unter 
(4) gegen Null, d. h. das Skalenfeld wird 
vom Fixpunkt angezogen. Es wird dann 
als irrelevant bezeichnet (falls yi = 0 gilt, 
folgt u{ = ui, und das Skalenfeld ist mar- 
ginal). 

Bild 7: Angepapte Koordinaten = Skalenfelder 
u,, uf fur den kritischen Fixpunkt rnit 
(K,, K,) = (K*,  K*) .  Der Einzugsbereich ist 
durch u, = 0 gegeben. 

An dern kritischen Fixpunkt in Bild 6 
und Bild 7 gibt es ein relevantes und ein 
irrelevantes Skalenfeld. Das relevante 
Feld UI ist proportional zur reduzierten 
Temperatur (T-Tc)/Tc. Wenn man in (3) 
die Kopplungen Kx, Ky durch die beiden 
Skalenfelder ul, u-, ausdruckt und den 
Skalierungsfaktor b geeignet wahlt, dann 
erhalt man 

Daraus ergibt sich der Zusammenhang 
v = l/yi zwischen dern kritischen Expo- 
nenten der Korrelationslange und dern 
Skalenindex y,, Die Skalenindizes der re- 
levanten Skalenfelder bestimmen demnach 
die kritischen Exponenten. Beim Ising- 
Model1 gibt es zwei relevante Skalenfel- 
der: Das eine ist proportional zur redu- 
zierten Temperatur (wie oben erlautert), 
das andere ist mit dern auBeren Magnet- 
feld verknupft (der zugehorige Skalenin- 
dex yh bestimmt den Exponenten n: 
q = d + 2-2yh). Alle anderen Skalenfel- 
der sind irrelevant. Die Anwesenheit der 
irrelevanten Skalenfelder spiegelt die Uni- 
versalitat des kritischen Verhaltens wider. 
In unserem einfachen Beispiel bedeutet 
das: Die kritischen Exponenten sind ent- 
lang des gesamten Einzugsbereiches des 
kritischen Fixpunktes (uI = 0) gleich, 
d. h. sie hangen, im Gegensatz zur kriti- 
schen Temperatur Tc, nicht von den Aus- 
tauschkopplungen Jx und Jy ab. Alle 2-di- 
mensionalen Ising-Modelle mit beliebigen 
~ u s t a u s c h k o ~ ~ l u n ~ e n  J-n und Jy geh&en 
deshalb zu derselben Universalitatsklasse. 

Fassen wir die Denkweise der Renor- 
mierung noch einmal zusammen: 
1. In der Renormierung wird nicht ein 
einzelnes Modellsystem betrachtet, son- 
dern viele verschiedene Modelle, die sich 
in den Parametern der mikroskopischen 
Wechselwirkung unterscheiden. Dabei 
hat jedes Model1 einen eigenen kritischen 
Punkt; 2. Falls die kritischen Punkte ver- 
schiedener Modelle unter der Renormie- 
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rung auf denselben Fixpunkt abgebildet 
werden, gehoren sie zu derselben Univer- 
salitatsklasse; 3. Die relevanten Skalenfel- 
der am Fixpunkt bestimmen die kritischen 
Exponenten dieser Universalitatsklasse. 

5. Strategien der Renormierung 

Wie lassen sich die Ideen der Renor- 
mierung praktisch verwirklichen? Dazu 
sind Rechenmethoden notig, mit denen 
man sukzessive ,,Freiheitsgrade ausdun- 
nen" kann. Fur das Ising-Modell sind 
mehrere derartige Methoden entwickelt 
worden. Sie lassen sich in zwei Gruppen 
einteilen, die im folgenden beschrieben 
werden. 

5.1 Ortsraum-Renormierung [8] 

Die direkteste Methode, die Gitterkon- 
stante gemaB (Tl) zu vergroBern, besteht 
darin, daB man in der Zustandssumme (1) 
uber einen Teil der Spins summiert. Da- 
bei stoBt man jedoch auf eine Schwierig- 
keit, die bei fast alien Varianten der Orts- 
raum-Renormierung auftritt: Durch die 
exakte Aussummation einzelner Spins 
werden zusatzliche Typen von Spinkopp- 
lungen erzeugt, die im ursprunglichen 
Modell nicht vorkommen. Diese Schwie- 
rigkeit wird noch dadurch vergroBert, daB 
bei jedem weiteren Iterationsschritt im- 
mer wieder neue Typen von Spinkopplun- 
gen hinzukommen. 

Fur eine exakte Ortsraum-Renormie- 
rung des Ising-Modells muB man dem- 
nach unendlich viele Kopplungsparameter 
berucksichtigen. Die R-Transformation 
(T2) wirkt dann in einem unendlich-di- 
mensionalen Parameterraum. An dem 
kritischen Fixpunkt in diesem Raum gibt 
es unendlich viele Skalenfelder. Eine ex- 
akte Ortsraum-Renormierung stoBt des- 
halb auf groBe technische Schwierigkei- 
ten. Andererseits werden zur Berechnung 
der kritischen Exponenten nur die beiden 
relevanten Skalenfelder benotigt, die mit 
der reduzierten Temperatur und dem Ma- 
gnetfeld verknupft sind (vgl. Abschnitt 4). 
Die Strategic der Ortsraum-Renormie- 
rung besteht nun darin, genaherte Trans- 
formationen fur diese beiden Skalenfelder 
zu konstruieren. Die Gute dieser Nahe- 
rungen lafit sich abschatzen, indem man 
die R-Methoden an den wenigen Model- 
len testet, deren kritische ~ x ~ o n e n t e n  ex- 
akt bekannt sind. 

Eine Ortsraum-Renormierung, die sehr 
gute Werte fur die kritischen Exponenten 
liefert, ist die Blockspin-Renormierung 
von Th. Niemeijer und J. M. J. van Leeu- 
wen [7]. Sie ist in Bild 4 schematisch dar- 
gestellt und wird in [5] sehr anschaulich 
beschrieben. Es gibt eine ganze Reihe an- 
derer Methoden der Ortsraum-Renormie- 

rung. Die einfachste stammt von A. A. 
Migdal und L. P. Kadanoff [8]. Diese Re- 
normierung ist fur die Raumdimension 
d = 1 exakt. In d> l  erhalt man fur 
K = Ks = Ky und Skalierungsfaktor b die 
Abbildung (T2) in der Gestalt 

tanh ( K t )  = [tanh (bd-'K)]'. 

Diese Transformation liefert einen kriti- 
schen Fixpunkt fur Raumdimensionen 
d > 1. Man beachte, daB d nur als Para- 
meter eingeht, und zwar in der Form 
E = (d-1). Die Raumdimension d kann 
deshalb formal wie eine kontinuierliche 
Variable behandelt werden. Dann ist es 
moglich, einen kleinen Wert fur E zu wah- 
len und physikalische GroBen nach die- 
sem kleinen Parameter zu entwickeln. 
Z.  B. erhalt man fur den kritischen Expo- 
nenten v der Korrelationslange den Aus- 
druck v = l1E in der niedrigsten Ordnung 
in E. (Diese E-Entwicklung laBt sich im 
Rahmen des feldtheoretischen ,,Tropf- 
chef-Modells fur Spinfluktuationen sy- 
stematisch fortsetzen [9]). 

5.2 Feldtheoretische Renormierung 

Bei diesen R-Verfahren betrachtet man 
ein feldtheoretisches Ising-Model1 
[2, 10, 111. Die Spinvariablen a, = k 1 
auf dem diskreten Gitter werden durch 
ein Spinfeld u(x) ersetzt. a(x) ist fur jeden 
Punkt des d-dimensionalen Raums defi- 
niert und nimmt alle Werte zwischen -m 
und + w  an. Die Rolle der Gitterkonstan- 
ten a ubernimmt jetzt der Abschneidepa- 
rameter (Cutoff) A.  Dieser beschrankt 
die Wellenvektoren, die in den Fourier- 
Komponenten von a(x) vorkommen: 

Damit ist gewahrleistet, daB es keine 
Spinfluktuationen gibt, deren Wellenlan- 
ge kleiner als 11A (= Gitterkonstante a ) 
ist. Die Konfigurationsenergie des feld- 
theoretischen Ising-Modells hat die Form 

Die ,,KopplungenL' dieses Modells sind 
durch die Entwicklungskoeffizienten v, 
der Funktion V(a)  gegeben: 

Die erste R-Strategie fur diese Feld- 
theorie stammt von K. G .  Wilson [2]. Ei- 
ner VergroBerung (Tl)  der Gitterkon- 
stanten entspricht jetzt eine Verkleine- 
rung des Cutoffs: A - + A '  = Alb. Diese 
Transformation von A wird erreicht, in- 
dem man in der Zustandssumme alle Fou- 
rier-Komponenten u(k) in (5) mit 
Alb < \ k \ < A aussummiert. Dadurch 

wird eine R-Transformation (T2) im 
unendlich-dimensionalen Raum der Funk- 
tionen V(a) erzeugt. Ein ,,Fixpunktg' in 
diesem Raum ist durch eine Fixpunkt- 
funktion V*(a) gegeben, die sich nume- 
risch bestimmen laBt [2]. An diesem Fix- 
punkt gibt es wieder zwei relevante Ska- 
lenfelder, die mit der reduzierten Tempe- 
ratur bzw. mit dem Magnetfeld verknupft 
sind. 

Die R-Transformation im Funktionen- 
raum wird besonders einfach, wenn man 
mit V(u) = rc? + startet und an- 
nimmt, daB g klein ist. Dann gilt [lo] 

d. h. die Renormierung wirkt in dem 2-di- 
mensionalen (r, g)-Unterraum des unend- 
lich-dimensionalen Funktionenraums. In 
die Abbildung (6) geht die Raumdimen- 
sion d wieder nur als Parameter ein, und 
zwar diesmal in der Form e= (4-d). 
Wenn man E formal als kleinen Entwick- 
lungsparameter auffaBt, dann erhalt man 
aus (6) den kritischen Exponenten 

(der Term der ff(E2) wird durch (6) nicht 
richtig wiedergegeben). 

Es ist moglich, diese e-Entwicklung sy- 
stematisch fortzusetzen [7]. Im Rahmen 
dieser Entwicklung reicht es aus, die Re- 
normierung auf die 2-parametrige Feld- 
theorie mit V(a) = r d  + go4 anzuwen- 
den. Der groBe praktische Vorteil dieser 
Darstellung des Ising-Modells besteht 
darin, daB man dafur Methoden aus der 
Quantenfeldtheorie verwenden kann 
(Feynman-Diagramme, Dimensionsregu- 
larisierung, . . .) [ I l l .  Mit diesen R-Metho- 
den sind die genauesten Werte fur die 
kritischen Exponenten des 3-dimensiona- 
len Ising-Modells berechnet worden, z. B. 
v = 0,630 und q = 0,031 [12]. 

6. Erfolge der Renormierung 

Bisher wurden die Ideen und Strategien 
der Renormierung am kontinuierlichen 
Phasenubergang im Ising-Modell erlau- 
tert. Sie sind jedoch auf viele andere kriti- 
sche Phanomene angewendet worden. In 
diesem Abschnitt werden einige Beispiele 
kurz beschrieben. 

6.1 Kontinuierliche Phaseniibergange [3,4] 

Der Phasenubergang im Ising-Model1 
ist mit einer ,,spontanen Symmetriebre- 
chung" verknupft. Was bedeutet das? Fur 
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Temperaturen oberhalb der kritischen 
Temperatur Tc verschwindet der Ord- 
nungsparameter (= Magnetisierung M ,  
siehe Bild 2 b). Deshalb bleibt der Ord- 
nungsparameter unverandert, wenn man 
alle Spins umklappt (alle a, Ã‘> - q). Un- 
terhalb von Tc ist der Ordnungsparameter 
dagegen von Null verschieden. Unter der 
Umklapp-Operation wird aus einem Zu- 
stand, bei dem die Spins im Mittel ,,rauf" 
zeigen (Magnetisierung M > O), ein Zu- 
stand, bei dem die Spins im Mittel ,,run- 
ter" zeigen (M < 0). Die ,,rauf-runtert'- 
Symmetrie der ungeordneten Phase 
(M = 0) gilt demnach nicht fur die geord- 
neten Phasen (M > 0 bzw. M < 0). 

Die meisten kontinuierlichen Phasen- 
ubergange sind mit einer ahnlichen Sym- 
metriebrechung verknupft. In den letzten 
Jahren ist es mittels Renormierung gelun- 
gen, solche Phasenubergange systema- 
tisch in Universalitatsklassen einzuteilen. 
Innerhalb einer Klasse wird das kritische 
Verhalten durch dieselben kritischen Ex- 
ponenten beschrieben. Die Renormierung 
hat gezeigt, daB die kritischen Exponen- 
ten im Ising-Modell fur 1 < d sÂ 4 von 
der Raumdimension d abhangen (Ab- 
schnitt 5). Fur jedes solche d reprasentiert 
das Ising-Model1 demnach eine Universa- 
litatsklasse. (Fur d > 4 hangen die kriti- 
schen Exponenten nicht von d ab, fur 
d sÂ 1 gibt es keinen Phasenubergang.) In 
der realen Welt kommen natiirlich nur 2- 
oder 3-dimensionale Systeme vor. Fur 
d = 2 gehoren Magnete mit Schichtstruk- 
tur (wie K2NiF4) und absorbierte Gas- 
schichten (wie ~e~ auf mit Kr belegtem 
Graphit) zur Ising-Klasse. Fur d = 3 ge- 
horen binare Legierungen (wie CuZn) 
und alle kritischen ~lussig1Gas-ubergange 
dazu. 

Die Renormierung hat auBerdem ge- 
zeigt, daB die Universalitatsklassen von 
der spontan gebrochenen Symmetrie ab- 
hangen. Im Ising-Model1 ist das die dis- 
krete ,,rauf-runterN-Symmetrie, die darauf 
beruht, daB jeder Spin zwei diskrete Zu- 
stande annehmen kann. Viele Phasen- 
ubergange, die in der Natur vorkommen, 
werden allerdings durch Modelle be- 
schrieben, bei denen jeder Spin mehr als 
zwei Einstellmoglichkeiten hat. Im Potts- 
Modell [4, 81 kann jeder Spin q diskrete 
Werte annehmen, im n-Vektor-Model1 
[lo-121 die kontinuierlichen Werte auf 
einer n-dimensionalen Kugel. Zu jedem 
Wert von q und zu jedem Wert von n 
gehort eine andere Symmetrie und damit 
auch eine andere Universalitatsklasse (fur 
groBe q gibt es allerdings keine kritischen 
Exponenten, weil der Phasenubergang 
dann diskontinuierlich ist). 

Diese Einteilung in Universalitatsklas- 
sen gilt zunachst, falls man sich auf zeit- 
unabhangige (statische) Eigenschaften des 
Phaseniibergangs beschrankt. Wenn man 

zeitabhangige (dynamische) Eigenschaf- 
ten hinzunimmt, dann spaltet jede stati- 
sche Universalitatsklasse in mehrere dy- 
namische auf [B] .  

Im n-Vektor-Model1 treten fur n 3; 2 
Spinwellen auf. In der Raumdimension 
d = 2 zerstoren diese Spinwellen die lang- 
reichweitige Ordnung, d. h. die Magneti- 
sierung verschwindet fur alle Temperatu- 
ren. Es kann deshalb in diesen Systemen 
keinen Phasenubergang mit spontaner 
Symmetriebrechung geben (Mermin-wag- 
ner-Theorem). Trotzdem tritt in dem 
2-komponentigen Modell f u r  d = 2 der 
sog. Kosterlitz-Thouless-Ubergang auf. 
Er  ist dadurch charakterisiert, daB sich 
die Korrelationsfunktion C(r) oberhalb 
und unterhalb von T, als Funktion des 
Abstands r verschieden verhalt: Fur 
T < T c  gilt das Potenzgesetz 
C(r) a- r'l^, fur T > Tc zerfallen die 
Korrelationen exponentiell. Dabei hangt 
der Exponent i j0 kontinuierlich von der 
Temperatur T < Tc ab. Die Renormie- 
rung liefert namlich fur T < Tc eine ganze 
Linie von Fixpunkten. 

6.3 Anderson-Lokalisierung [IS] 

Im periodischen Potential eines idealen 
Kristalls sind die Eigenzustande eines 
Elektrons uber den ganzen Kristall ausge- 
dehnt (Bloch-Theorem). In einem Poten- 
tial, das sich von Gitterplatz zu Gitter- 
platz zufallig andert, kann dagegen eine 
kritische Energie Ec (die Mobilitatskante) 
auftreten, so daB Elektronenzustande mit 
Energien E < Ec lokalisiert und solche 
mit Energien E > Ec ausgedehnt sind. 
Die Existenz und die Eigenschaften der 
Mobilitatskante sind mit R-Methoden un- 
tersucht worden. Man findet, daB die Mo- 
bilitatskante Ec nur fur Raumdimensionen 
d > 2 auftritt. In der Nahe von EÃ gelten 
Skalengesetze: Z.  B. divergiert die Aus- 
dehnung Â£ der lokalisierten Zustande wie 
Â£ a- 1 E- Ec 1 -7 und die Gleichstromleitfa- 
higkeit a verschwindet wie a a- \ E-Ec 1 ', 
mit s = (d-2)G. Es gibt verschiedene 
Universalitatsklassen, je nach der Art der 
Unordnung des Zufallspotentials. 

6.4 Nichtlineare Dynamik [16] 

Die einfachste nichtlineare Dynamik 
wird durch eine 1-dimensionale Abbil- 
dung der Form xi Ã‘ xw = fu.(xt) erzeugt. 
Dabei ist fy{x) eine Funktion, die von p 
parametrisch abhangt. Fur bestimmte 
Werte von p durchlauft xt eine periodi- 
sche Bahn mit der Periode T. Bei Varia- 
tion des Parameters p findet man eine 
unendliche Folge von p-Werten p,, i = 1, 
2, . . . , an denen Periodenverdopplung 

auftritt, d.  h. T Ã‘ 2 T + 2 2 ~  Ã‘> . . . 
Diese Folge der p-Werte hat einen Hau- 
fungspunkt 

A = limp, . 
1-=c 

Fur groBe i gilt: p i  - pc K 6 ' .  M. J. Fei- 
genbaum hat 1978 gefunden, daB 6 eine 
universelle Konstante ist, d. h .  sie hat fur 
ganze Funktionenklassen unabhangig von 
der speziellen Form der Funktion fv den- 
selben Wert. Die Konstante 6 laBt sich 
mittels Renormierung berechnen. Die 
R-Transformation wirkt in dem Raum der 
Funktionen fv. Es gibt eine Fixpunktfunk- 
tion und ein relevantes Skalenfeld an die- 
sem Fixpunkt. Der Skalenindex, der zu 
diesem Skalenfeld gehort, bestimmt die 
universelle irrationale Konstante 
6 = 4,669. Periodenverdopplung wird in 
verschiedenen physikalischen Systemen 
beobachtet (z. B. Benard-Instabilitat, 
Schall in flussigem He). Diese Experi- 
mente bestatigen die Universalitat von 6. 

6.5 Weitere Beispiele: 

Kontinuierliche Phasenubergange in 
halb-unendlichen Systemen [17]; Konfor- 
mation von Polymerketten [IS]; Kondo- 
Problem [19]; Langzeitverhalten von hy- 
drodynamischen Korrelationen [20]; . . . 

7. Ausblick 

Die Beispiele des vorangehenden Ab- 
schnitts zeigen, daB die Renormierung auf 
ganz verschiedenartige Probleme erfolg- 
reich angewendet worden ist. Sie wird 
wohl auch in Zukunft eine wichtige Rolle 
beim Studium kritischer Phanomene spie- 
len. Bisher ungeloste Probleme sind: der 
EinfluB von Unordnung auf kontin. Pha- 
senubergange (z. B. Ising-Model1 mit Zu- 
fallsfeld); das kritische Verhalten von 
Phasengrenzflachen; der EinfluB der 
Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf 
die Anderson-Lokalisierung; . . . SchlieB- 
lich sollte die Renormierung auch bei 
dem Problem der vollausgebildeten Tur- 
bulenz weiterhelfen. Es ist seit langem be- 
kannt, daB die Geschwindigkeitsfluktua- 
tionen einer Stromung bei groBen Rey- 
nolds-Zahlen universelle Eigenschaften 
haben. In der phanomenologischen Theo- 
rie der vollausgebildeten Turbulenz [21] 
faBt man diese Fluktuationen als Kaskade 
von Wirbelzerfallen auf. Diese Theorie 
liefert Skalengesetze und Exponenten fur 
verschiedene physikalische GroBen [22], 
experimentell findet man aber systemati- 
sche Abweichungen von diesen Vorhersa- 
gen. Es sollte moglich sein, diese Abwei- 
chungen mittels Renormierung zu erkla- 
ren. Bisher ist es jedoch nicht gelungen, 
eine erfolgreiche R-Strategie fur dieses 
Problem zu entwickeln [23]. Das macht 
noch einmal deutlich, daB die Renormie- 
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rung vor allem cine neue Denkweise k t ,  
aber keine vorgefertigten Rezepte liefert: 
,One cannot write a renortmlization 
cookbook." (K. G .  Wilson, 1975). 
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